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matematičkog	gledišta,	maksimizacijska	strategija	(tokom	cijelog	poslovanja	tvrtke)	može	biti	formulirana	na	sljedeći	način:	Π 𝑄3, 𝐹01 = 𝑒FG(3)[𝑃 𝑡 𝐷 𝑡 − 𝑇𝐶 𝑡 ]𝑑𝑡MN 	 	 	 	 	 (7)	gdje	je	D	funkcija	potražnje,	r	predstavlja	kamatnu	stopu,	a	TC	funkciju	ukupnih	troškova	koja	uključuje	𝐹0	kao	argument.	Funkcija	ukupnih	troškova	(𝑇𝐶)	je	suma	tri	različita	troškovna	faktora:	troškova	proizvodnje	(C),	marketinških	troškova	(Φ)	i	troškova	skladištenja	(SC).	Značajke	različitih	komponenta	funkcije	ukupnih	troškova	su	veoma	blizu	funkcionalnim	formama	koje	je	predložio	Pindyck	(2001).	Posebno,	prva	i	druga	komponenta	su	kvadratne	forme	(proizvodne	količine	i	količine	koje	su	uskladištene),	dok	se	pretpostavlja	da	su	troškovi	skladištenja	linearni	(uskladištena	količina	𝐹0).	Nadalje,	optimizacijski	program	je	ograničen	sa	zakonom	kretanja	aktivnosti	skladištenja.	Možemo	iz	jednadžbe	(3)		razraditi	zakon	kretanja	razine	uskladištene	robe	u	neprekidnom	vremenu:	𝐹0 𝑡 = 𝜌 𝐹0, 𝑄, 𝑡 𝑑𝑡	 	 	 	 	 	 	 	 	 (8)	gdje	je	𝜌	stopa	skladištenja.	
	





















neprekidne	funkcije	Λ 𝑡 = (𝜆e 𝑡 ,	.	.	.	, 𝜆f(𝑡)),	gdje	za	sve	0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇	imamo	𝜆N ≠ 0	i	Λ(𝑡) ≠ 0	tako	da	za	svaki	0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇		
	 𝐻 𝒙∗ 𝑡 , 𝒖 𝑡 , Λ 𝑡 , 𝑡 ≤ 𝐻 𝒙∗ 𝑡 , 𝒖∗ 𝑡 , Λ 𝑡 , 𝑡 ,	
gdje	je	Hamiltonijanska	funkcija	H	definirana	s		
𝐻 𝒙, 𝒖, Λ, 𝑡 = 𝜆N𝐹 𝒙, 𝒖, 𝑡 + 𝜆V𝑄V 𝒙, 𝒖, 𝑡 .fVke 	
Osim	u	točkama	prekida	od	𝒖3∗,	𝜕𝐻(⋅)𝜕𝑥V = −𝜆V 𝑡 ,					𝑖 = 1, . . . , 𝑛.	









𝜕𝐻 ∙𝜕𝑥V = −𝜆V 𝑡 ,					𝑖 = 1, . . . , 𝑛;	𝜆V 𝑇 ≥ 0,					𝜆V 𝑇 𝑥V∗ 𝑇 = 0,					𝑖 = 1, . . . , 𝑛.	Dovoljni	uvjeti	za	maksimum	su	da	je	Hamiltonijanska	funkcija	konkavna	u	varijablama	𝒙	i	𝒖.	Konačno,	u	nekim	slučajevima,	optimizacijski	problem	može	također	uključivati	i	druga	ograničenja:	𝑚𝑎𝑥 𝐹 𝒙 𝑡 , 𝒖 𝑡 , 𝑡 𝑑𝑡MN 	 (P1)		s	obzirom	na	ograničenje:		 𝑥V = 𝑄V 𝒙 𝑡 , 𝒖 𝑡 , 𝑡 ,					𝑖 = 1, . . . , 𝑛;	𝐺t 𝒙 𝑡 , 𝒖 𝑡 , 𝑡 ≥ 0,				𝑗 = 1, . . . , 𝑞;	𝑥V 0 = 𝑥VN,					𝑖 = 1, . . . , 𝑛;	𝑥V 𝑇 ≥ 0,				𝑖 = 1, . . . , 𝑛;	𝒖 𝑡 ∈ Υ,					Υ ∈ ℝ_.		U	tom	slučaju	možemo	riješiti	problem	(P1)	koristeći	Lagrangeovu	metodu:	
𝐿 𝒙, 𝒖, Λ,Φ, 𝑡 = 𝐻 𝒙, 𝒖, Λ, 𝑡 + 𝜙t𝐺t 𝒙, 𝒖, 𝑡 ,xtke 	




𝜆V 𝑇 ≥ 0,				𝜆V 𝑇 𝑥V∗ 𝑇 = 0,					𝑖 = 1, . . . , 𝑛;	𝜙t 𝑡 ≥ 0,				𝜙t 𝑡 𝑄 𝒙 𝑡 , 𝒖 𝑡 , 𝑡 = 0,					𝑗 = 1, . . . , 𝑞.			Dovoljni	uvjeti	za	maksimum	su	da	je	Hamiltonijanska	funkcija	konkavna	u	varijablama	𝒙	i	𝒖.				
2.3					Problem	s	beskonačnim	horizontom	





𝑚𝑎𝑥 𝑒Fy3𝑓 𝒙 𝑡 , 𝒖 𝑡 𝑑𝑡zN 	 (P2)		s	obzirom	na:		 𝑥V = 𝑄V 𝒙 𝑡 , 𝒖 𝑡 ,					𝑖 = 1, . . . , 𝑛;	 (1)	𝐺t 𝒙 𝑡 , 𝒖 𝑡 ≥ 0,				𝑗 = 1, . . . , 𝑞;	 (2)	𝑥V 0 = 𝑥VN,					𝑖 = 1, . . . , 𝑛;	 (3)			Hamiltonijan	sadašnje	vrijednosti	je:	
𝐻 𝒙, 𝒖, Λ = 𝑒Fy3𝑓 𝒙, 𝒖 + 𝜆V𝑄V 𝒙, 𝒖 .fVke 	Lagrangeova	funkcija	glasi:	
𝐿 𝒙, 𝒖, Λ,Φ = 𝑒Fy3𝑓 𝒙, 𝒖 + 𝜆V𝑄V 𝒙, 𝒖fVke + 𝜙t𝐺t(𝒙, 𝒖)
x






	Svaki	diskontirani	problem	optimizacije	može	biti	riješen	koristeći	Hamiltonijan	sadašnje	vrijednosti	i	Hamiltonijan	vrijednosti	u	trenutku.	Hamitonijan	vrijednosti	u	trenutku	je	nešto	jednostavniji	za	uporabu.	Dobivamo	Hamiltonijan	vrijednosti	u	trenutku	kako	slijedi:	𝐇 𝒙, 𝒖,Ψ = 𝑒y3𝐻 𝒙, 𝒖, Λ ,	gdje	je	𝜓V = 𝑒y3𝜆V.	Hamiltonijan	vrijednosti	u	trenutku	je	stoga		𝐇 𝒙, 𝒖,Ψ = f 𝐱, 𝐮 + 𝜓V𝑄V 𝒙, 𝒖 .fVke 	Transformacija	iz	sadašnje	vrijednosti	u	vrijednost	u	trenutku	utječe	na	uvjete	prvog	reda.	Da	bismo	to	vidjeli,	trebamo	prepraviti	naš	problem	(P2)	koristeći	Hamiltonijan	vrijednosti	u	trenutku.	Problem	je		 𝑚𝑎𝑥 𝑒Fy3𝑓 𝒙 𝑡 , 𝒖 𝑡 𝑑𝑡zN 	 (P2)		s	obzirom	na	uvjete:		 𝑥V = 𝑄V 𝒙 𝑡 , 𝒖 𝑡 ,					𝑖 = 1, . . . , 𝑛;	 (1)	𝐺t 𝒙, 𝒖 ≥ 0,				𝑗 = 1, . . . , 𝑞;	 (2)	𝑥V 0 = 𝑥VN,					𝑖 = 1, . . . , 𝑛;	 (3)		Hamiltonijan	vrijednosti	u	trenutku	je		




𝐋 𝒙, 𝒖,Ψ,Φ = 𝑓 𝒙, 𝒖 + 𝜓V𝑄V(𝒙, 𝒖)fVke + 𝜙t𝐺t(𝒙, 𝒖)
x
tke .	Uvjeti	prvog	reda	su:	𝜕𝐋 ∙𝜕𝑢r = 0,					𝑘 = 1, . . . , 𝑚;	𝜕𝐋(∙)𝜕𝑥V = − 𝜓V 𝑡 − 𝜌𝜓V 𝑡 ,					𝑖 = 1, . . . , 𝑛;	limM→z 𝑒FyM𝜓V(𝑇) ≥ 0,					 limM→z 𝑒FyM𝜓V 𝑇 𝑥V∗ 𝑇 = 0 ,					𝑖 = 1, . . . , 𝑛;	𝜙t 𝑡 ≥ 0,				𝜙t𝑄 𝒙 𝑡 , 𝒖 𝑡 = 0,					𝑗 = 1, . . . , 𝑞.		Dovoljni	uvjeti	za	maksimum	su	da	je	Hamiltonijanska	funkcija	konkavna	u	𝒙	i	u	𝒖.		
2.5					Postavljanje	Hamiltonijana	za	model	















𝜋 𝑄3, 𝐹03 = 𝑒FG 3MN 𝑃 𝑡 𝐷 𝑡 − 𝑇𝐶 𝑡 𝑑𝑡	gdje	je:		0, 𝑇 	-	konačan	vremenski	period	𝑟 𝑡 	-	diskontna	stopa	𝑒FG 3 	-	diskontni	faktor	𝑃 𝑡 	-	spot	cijena	𝐷 𝑡 	-	tržišna	potražnja	(dobije	se	iz	uvjeta	čišćenja	tržišta)	𝑇𝐶 𝑡 	-	funkcija	ukupnih	troškova	Pretpostavili	smo	da	se	funkcija	ukupnih	troškova	sastoji	od	tri	komponente:	-	troškova	proizvodnje:	𝐶 𝑄 𝑡 = 𝑐N + 𝜂 𝑡 𝑄 𝑡 + e 𝑐e𝑄 𝑡  + 𝑐𝐶𝑡𝑑 𝑡 𝑄 𝑡 	-	marketinških	troškova:	Φ 𝑃 𝑡 , 𝐹03 𝑡 , 𝜎 𝑡 = 𝑐N + −𝑎N − 𝑎e𝑃 𝑡 −𝑎𝜎 𝑡 𝐹0 𝑡 − C 𝐹0 𝑡 	-	troškova	skladištenja:	𝑆𝐶 𝐹0 𝑡 = 𝑘𝐹0 𝑡 	𝜂 𝑡 	-	predstavlja	šok	koji	utječe	na	granični	trošak	i	sadržava	nepredvidljive	promjene	u	jediničnoj	varijabilnoj	cijeni	𝐶𝑡𝑑 𝑡 	-	cijena	inputa	–	tj.	cijena	sirove	nafte	𝜎 𝑡 	-	volatilnost	spot	cijene	(𝑃 𝑡 )	𝑘	-	granični	trošak	skladištenja	
	Želimo	maksimizirati	profit	te	stoga	imamo	sljedeći	problem	maksimizacije:	




s	obzirom	na	uvjet:	 𝐹03 = 𝜌 𝐹0, 𝑄, 𝑡 𝑑𝑡		Zapisujemo	Hamiltonijan:	𝐻 = 𝑒FG 3 ∙ 𝑃 𝑡 ∙ 𝐷 𝑡 − 𝑇𝐶 𝑡 + 𝜆 𝑡 ∙ 𝜌 ∙, 𝑡 																				 	 														(14)		𝑑𝐹03 = 𝑄3 𝑃3, 𝑘, − 𝐷3 𝑃3, 𝑘$, 𝜀$ 		 	 	 	 	 	 														(15)		Jednadžbe	(14)	i	(15)	daju:	𝑒FG 3 ∙ 𝑃 𝑡 ∙ 𝑄 𝑡 + 𝜌 ∙, 𝑡



















• Lokalna	identifikacija.	Ako	je	𝑔(𝑌, 𝜃)	neprekidno	diferencijabilna	u	okolini	𝜃N,	tada	matrica	𝑊𝔼 ∇ª𝑔 𝑌3, 𝜃N 	mora	biti	punog	ranga.		





U	ovom	se	slučaju	formula	za	asimptotsku	distribuciju	GMM	procjenitelja	pojednostavljuje	na		 𝑇 𝜃 − 𝜃N = 𝒩 0, 𝐺´ΩFe𝐺 Fe 5	Dokaz	da	je	takav	izbor	težinske	matrice	uistinu	optimalan	se	često	malo	modificira	kada	se	određuje	efikasnost	drugih	procjenitelja.	(Kao	pravilo	palca	(eng.	rule	of	
thumb)možemo	uzeti	da	je	težinska	matrica	optimalna	kadgod	se	“sendvič	formula”	za	varijancu	da	pojednostaviti	na	neki	jednostavniji	izraz.)		
Dokaz:	Promatrat	ćemo	razliku	između	asimptotske	varijance	s	proizvoljnom	W	i	asimptotske	varijance	s	𝑊 = ΩFe.	Ako	možemo	faktorizirati	razliku	u	simetrični	produkt	oblika	CC’	za	neku	matricu	C,	tada	će	to	garantirati	da	je	ta	razlika	nenegativnodefinitna	i	stoga	će	𝑊 = ΩFe	biti	optimalna	po	definiciji.	𝑉 𝑊 − 𝑉 ΩFe = 𝐺´𝑊𝐺 Fe𝐺´𝑊Ω𝑊𝐺 𝐺´𝑊𝐺 Fe − 𝐺´ΩFe𝐺 Fe	= 𝐺′𝑊𝐺 Fe 𝐺´𝑊Ω𝑊𝐺 − 𝐺′𝑊𝐺 𝐺´ΩFe𝐺 Fe𝐺′𝑊𝐺 𝐺′𝑊𝐺 Fe	= 𝐺′𝑊𝐺 Fe𝐺′𝑊Ωe  𝐼 − ΩFe 𝐺 𝐺´ΩFe𝐺 Fe𝐺′ΩFe  Ωe 𝑊𝐺 𝐺′𝑊𝐺 Fe	= 𝐴 𝐼 − 𝐵 𝐴′	Matrice	A	i	B	smo	uveli	da	pojednostavimo	notaciju,	a	I	je	jedinična	matrica.	Može	se	pokazati	da	je	matrica	B	simetrična	i	idempotentna	(𝐵 = 𝐵).	Tada	je	matrica	I-B	također	simetrična	i	idempotentna:	𝐼 − 𝐵 = 𝐼 − 𝐵 𝐼 − 𝐵 ´.	Stoga	možemo	faktorizirati	dobiveni	izraz	kao:	= 𝐴 𝐼 − 𝐵 𝐼 − 𝐵 ´𝐴´ = 𝐴 𝐼 − 𝐵 𝐴 𝐼 − 𝐵 ′ ≥ 0	
Q.E.D.			





















regressions)	je	generalizacija	modela	linearne	regresije	koji	se	sastoji	od	nekoliko	regresijskih	jednadžbi	od	kojih	svaka	ima	svoju	ovisnu	varijablu	i	potencijalno	različite	skupove	egzogenih	varijabli.	Svaka	jednadžba	predstavlja	linearnu	regresiju	te	se	može	procijeniti	zasebno.	Pretpostavka	je	da	su	greške	u	jednadžbama	međusobno	korelirane	(vidi	[47],	[48],	[49]	i	[50]).	Pretpostavimo	da	imamo	m	jednadžbi	regresije	𝑦VG = 𝑥VGÂ 𝛽V + 𝜀VG,					𝑖 = 1, . . . , 𝑚.	Broj	jednadžbe	je	označen	s	i,	a	𝑟 = 1, . . . , 𝑅	predstavlja	opservacijski	indeks	te	𝑥VGÂ predstavlja	transponirani	𝑥VG 	vektor-stupac.	Pretpostavljamo	da	je	broj	opservacija	R	velik	te	u	analizi	uzimamo	da	R	teži	u	beskonačnost	dok	broj	jednadžbi	m	ostaje	fiksan.	Svaka	jednadžba	i	ima	jednu	zavisnu	varijablu	𝑦VG 	i	𝑘V-dimenzionalni	vektor	regresora	𝑥VG .	Možemo	staviti	opservacije	s	obzirom	na	i-tu	jednadžbu	u	R-dimenzionalne	vektore	i	matrice.	Zapisujemo	model	u	sljedećoj	formi:	 𝑦V = 𝑋V𝛽V + 𝜀V,					𝑖 = 1, . . . , 𝑚,	gdje	su	𝑦V 	i	𝜀V 	𝑅×1	vektori,	𝑋V 	je	𝑅×𝑘V 	matrica,	a	𝛽V 	je	𝑘V×1	vektor.	Ako	tih	m	jednadžbi	zapišemo	jednu	iznad	druge,	dobivamo	sustav	u	matričnoj	formi:		 𝑦e𝑦⋮𝑦_ =
𝑋e 00 𝑋 ⋯ 0⋯ 0⋮ ⋮0 0 ⋱ ⋮⋯ 𝑋_
𝛽e𝛽⋮𝛽_ +




	Ω ≡ 𝔼 𝜀𝜀M|𝑋 = Σ⨂𝐼Ë,			gdje	je	𝐼Ë 	R-dimenzionalna	matrica	identiteta,	a	⨂	označava	Kroneckerov	produkt.	SUR	model	se	najčešće	procjenjuje	koristeći	FGLS	metodu	(eng.	feasible	generalized	
























dijelu,	kompletna	usporedivost	modela	procijenjenih	s	3SLS	i	GMM	procedurama	je	zadržana	koristeći	isti	skup	instrumenata.	Nadalje,	identificirajuće	restrikcije	mogu	konzistentno	biti	testirane	s	pomoću	𝐽M 𝜓 = 𝑔M 𝜓 ′𝑊M 𝑔M 𝜓 	statistike.		Koristeći	teoretski	model	koji	smo	razvili,	možemo	izvesti	optimalan	uzorak	zaliha	za	metale	koji	evoluira	po	pravilu	Tobinovog	q.	Za	svaki	vremenski	period,	možemo	izračunati	optimalno	pravilo	skladištenja	pomoću	zakona	kretanja	zaliha	tako	da	je	𝜌 𝑡 = 𝑞 𝑡 .		
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Sažetak	
	
	Ovaj	rad	je	detaljnija	obrada	članka	autora	Luce	Pieronia	i	Mattea	Ricciarellia	pod	nazivom:	”Modelling	dynamic	storage	function	in	commodity	markets:	Theory	and	
evidence”	odnosno	prevedeno	na	hrvatski	:	“Modeliranje	funkcije	dinamičkog	
skladištenja	na	tržištima	roba:	Teorija	i	dokazi”.	U	radu,	slijedeći	tzv.	modernu	teoriju	skladištenja,	modeliramo	cijene	robe	u	međuvremenskom	okviru	u	kojem	racionalni	subjekt	može	prenositi	robu	kao	zalihe	iz	trenutnog	u	buduće	razdoblje	zbog	špekulativnih	potreba	i	opreza.	U	prvom	poglavlju	opisujemo	ekonomsku	teoriju	i	motivaciju	koja	se	nalazi	iz	svjetskog	tržišta	metala,	konkretnije	bakra.	U	drugom	poglavlju	uvodimo	pojam	Hamiltonijana	te	definiramo	optimizacijski	problem	i	ograničenja	zajedno	s	postupkom	optimizacije	funkcije	cilja.	U	trećem	poglavlju	navodimo	potrebne	alate	za	ekonometrijsku	analizu	dok	u	četvrtom	poglavlju	primjenjujemo	navedene	alate	na	podacima.	U	petom	poglavlju	komentiramo	podatke	i	dobivene	rezultate.	U	šestom	poglavlju	dajemo	zaključak	te	komentiramo	ponašanje	ekonomskih	agenata	s	obzirom	na	Tobinovo	q.	
	 	 		
	
	
	
Summary		
This	paper	is	more	detailed	version	of	the	article	by	authors	Luca	Pieroni	and	
Matteo	Ricciarelli:	“Modelling	dynamic	storage	function	in	commodity	markets:	
Theory	and	evidence”	.	In	this	paper,	by	following	so	called	modern	theory	of	storage,	we	model	commodity	prices	in	an	intertemporal	framework,	in	which,	a	rational	subject	can	carry	commodity	as	stocks	from	present	to	the	future	period	for	speculative	purposes	and	caution.	In	first	chapter,	we	describe	economic	theory	and	motivation	behind	world	metal	market,	particularly	copper	market.	In	second	chapter,	we	introduce	the	Hamiltonian	and	define	optimization	problem	with	it's	constraint	together	with	optimization	procedure.	In	third	chapter,	we	mention	necessary	tools	for	econometric	analysis	while	in	fourth	chapter,	we	apply	those	tools	on	our	data.	In	fifth	chapter,	we	comment	on	data	and	results.	The	conclusion	is	given	the	in	sixth	chapter,	together	with	a	comment	on	behaviour	of	economic	agents	with	the	respect	to	the	Tobin's	q.				
	
	 	 		
	
	
	
Životopis	
	Rođen	sam	15.	Kolovoza	1991.	u	Homburgu	u	Saveznoj	državi	Njemačkoj.	Pohađao	sam	osnovnu	školu	Pavleka	Miškine	u	Zagrebu.	Nakon	osnovne	škole	sam	upisao	V.	gimnaziju	u	Zagrebu.	Tijekom	srednjoškolskog	obrazovanja	natjecao	sam	se	iz	raznih	predmeta,	sa	zapaženim	rezultatima	iz	fizike	koji	su	mi	omogućili	izravan	upis	na	Prirodoslovno	matematički	fakultet	koji	upisujem	2010.	godine.	Zbog	mojeg	velikog	zanimanja	za	ekonomiju,	2011.	godine	paralelno	upisujem	redovni	Preddiplomski	studij	Ekonomiju	na	Ekonomskom	fakultetu	u	Zagrebu.	Na	Prirodoslovno	matematičkom	fakultetu	na	prvoj	godini	dobivam	stipendiju	Republike	Hrvatske	kao	i	na	prvoj	i	drugoj	godini	na	Ekonomskom	fakultetu.	Sudjelujem	u	radu	studentske	udruge	eStudent	te	na	studentskom	natjecanju	Case	Study	Competition	osvajam	treću	nagradu	u	suradnji	s	kolegom	s	fakulteta.	Na	Ekonomskom	fakultetu	primam	od	prve	godine	nagradu	časopisa	Lider	za	najbolje	studente.	Nakon	završenog	Preddiplomskog	studija	Matematike,	upisujem	Diplomski	studij	Poslovne	i	financijske	matematike.	Na	trećoj	godini	studija	ekonomije	dobivam	stipendiju	Grada	Zagreba	za	najbolje	studente.	U	ljeto	2015.	obavljam	studentsku	praksu	u	tvrtki	PricewaterhouseCoopers	u	Zagrebu	na	poziciji	konzultanta.	U	listopadu	2015.	odlazim	u	Beč	na	studentsku	razmjenu	u	sklopu	programa	Erasmus+.	
